Dodatek do Wykladu 01: Kodowanie liczb w komputerze

[materiat ze strony: http://sigma.wsb-nlu.edu.pl/~szyszkin/]

Wszelkie dane zapamietywane przetwarzane przez komputery muszg by¢ odpowiednio
zakodowane. Z powoddéw technicznych najwygodniej jest realizowaé uktady, w ktérych s3
rozréznialne dwa stany. Stany te bedziemy dla wygody oznaczali symbolami 0 i 1. Tak wiec w pamieci
komputera znajdujg sie same ciagi zer i jedynek. Na ogétf sg one grupowane w pewne wieksze porcje:
osiem bitow to bajt (zwany czasami oktetem), szesnascie bitéw to pojedyncze stowo. Doktadna
terminologia zalezy przede wszystkim od architektury danego sytemu komputerowego (gtéwnie
chodzi o procesor i pamieé), ale bajt jest standardem. Tak wiec w komputerze osmiobitowym w
pamieci mamy komoérki, w ktérych znajdujg sie porcje po osiem bitéw (np. jedne z pierwszych
procesoréw firmy Intel (1974 r.) — oznaczane jako 8008, 8080 — byly o$miobitowe?). Tak wiec
fragment pamieci mozemy sobie wyobrazi¢ nastepujgco:

1/0/0|0|1|1|0|0
1/0/1|1|0|1|0|0
1(1/0|0|1|0|1|0
0|1/0(1(0|0|1|1

Z drugiej strony, aby efektywnie przetwarza¢ dane — np. uzywajac jezykéw programowania do
pisania odpowiednich programdéw — potrzebujemy bardziej abstrakcyjnych pojec¢ takich, jak liczby
catkowite, liczby wymierne (z ,czescig po przecinku dziesietnym”), znaki tekstowe. Wszystkie te
obiekty muszg by¢ jednak zapamietane w postaci ciggdw zer i jedynek.

Aby to zrobi¢ efektywnie nalezy umowic sie co do sposobu kodowania tych obiektow. Jak
reprezentowac liczby 20, -31, 124.12, symbole ‘A’, ‘a’ czy ‘x’?

Mimo, ze od strony czysto matematycznej liczby wymierne sg rozszerzeniem zbioru liczb
catkowitych, to w technice komputerowej stosuje sie zupetnie inne sposoby kodowania dla liczb
catkowitych i liczb wymiernych. Stagd w wiekszosci jezykdw programowania rozréznia sie generalnie
typy catkowitoliczbowe (np. Int, short w jezyku C/C++) od typow nie catkowitoliczbowych (np.
float, double w jezyku C/C++). Ze wzgledu na sposéb reprezentacji uzywa sie tutaj czesto
okreslenia typy stafoprzecinkowe i typy zmiennoprzecinkowe.

Reprezentacje liczb catkowitych

Kodowanie NKB i Ul

Podstawg jest tutaj tzw. naturalny kod binarny (NKB). Jest to reprezentacja analogiczna do
uzywanej na co dzien, gdy postugujemy sie liczbami catkowitymi, czyli zapis pozycyjnym o podstawie
10. Na przyktad w uktadzie dziesietnym zapis 24564 znaczy tyle co

! Podstawowe rejestry tych dwoch procesorow byty 8-bitowe, ale byly one w stanie uzywaé adresow 16-
bitowych. Tak wiec ich przestrzen adresowa wynosita 216=64 K. Wspotpracowaty one z 8-bitowg szyng danych,
dlatego najbardziej naturalng pamiecig byta taka, w ktorej organizacja byta 8-bitowa.



24564 =2-10* +4-10° +5-10* +6-10" + 4-10°.

Do takiego kodowania potrzebujemy dziesieciu symboli (cyfr) 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 co nie jest
praktyczne przy realizacji sprzetowej, tak wiec uzywamy podstawy 2, co wymaga tylko dwdch
symboli 0, 1. Oznacza to, ze np. cigg bitéw 10100110 interpretujemy jako 102, gdyz:

(01100110), =0-2° +1-2" +1.2° +0-2° +0-2* +1-2° +1.2° +0-2" =102.

Problem pojawi sie gdy bedziemy chcieli reprezentowa¢ liczby catkowite ze znakiem. Jak zapisac
tylko przy pomocy 0i 1 liczbe —102? Jednym z rozwigzan jest wprowadzenie tzw. bitu znaku: pierwszy
bit (liczac od lewej strony), nie oznacza wagi, ale informuje o znaku: 1 oznacza — (minus), a 0 oznacza
+ (plus). Takie kodowanie nazywamy kodem uzupetnien do jeden (U1). Tak wiec: cigg 10011001
oznacza:

e w kodzie Ul:-25
e w kodzie NKB: 153

Zauwazmy, 7ze w kodze Ul mamy dwie reprezentacje zera, czyli dwa rdzina ciggi nalezy
interpretowac jako jedno matematyczne O:

e 10000000=-0=0
e 00000000=+0=0

Kod Ul mimo, ze bardzo prosty i oczywisty nie jest jednak uzywany w praktyce. Wynika to
przede wszystkim z tego, ze bardzo niewygodnie realizuje sie w nim operacje dodawania czy
mnozenia. Nie wystarczy zwykta suma bitowa z przeniesieniem.

Przyklad 1
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Jak wida¢ zwykte dodawanie bitowe z przeniesieniem prowadzi do niepoprawnych wynikéw.
Oznacza to, ze do obstugi liczb catkowitych ze znakiem kodowanych w systemie U1l nalezatoby
wykorzysta¢ bardziej skomplikowane algorytmy (zrealizowane sprzetowo lub programowo).

Kodowanie U2

Zaktadamy, ze uzywamy zawsze porcji (ciaggéw) bitdw o dtugosci N (w praktyce komputerowej
jestto 8, 16, 32, 64 czy 128).

Ciag zer i jedynek o dtugosci n interpretujemy w kodzie U2 jako nastepujaca wartosé:

n-1 n-2 1 0
(Xo Xy o X Xo)u2 = —Xoq 2 4+ X, 02" "+t X 2 +X -2



Tak wiec mamy

(X p--- % %) gdy X, , =0,
(Xn—an—Z"'XlXO)UZ :{ n_zl o ’ (0.1)
2"+ (X, .- X %), Qdy X, =1.

Przyktad 2

Dysponujemy maszyng o$miobitowa. Naturalne jest wiec uzywanie kodu U2 z n=8. Jakim
liczbom catkowitym odpowiadajg nastepujgce sekwencje znajdujace sie w pamieci?

1/1/0|1|1|0|0(1
0/0{0j0|1|1]1]|0
0|1{1/0(0|0]1]|0
1/0/1)1|1|0|0(1
1/1/0|1|1|0|1|0

Dla pierwszego ciggu mamy
(11011001),, =—2"+1-2° +0-2° +1.2* +1-2° +0-2° +0-2' +1.2° =
=-128+64+16+8+1=-39.
a dla drugiego ciggu
(00001110),,, = —0-2"+0-2°40-2°+0-2° +1-2° +1.2° +1-2' +0-2° =
=8+4+2=14.
Jaka jest najwieksza liczba dodatnia, ktérg mozna zapisa¢ uzywajac kodu U2 dla n=8 lub n=167?

Aby uzyskac liczbe dodatnig pierwszy (od lewej) bit musi by¢ 0. Jezeli pozostate bedg réowne 1, to
uzyskamy

(01111111, =2°+2° +2* +2° + 2% + 2" + 2° =127.
(01111111121111111), =
=2 424 2P 4 2 20 4 2P+ 2T+ 20+ 20+ 20 + 20+ 22 + 21+ 2° = 32767

Ogdlnie dla reprezentacji N bitowej najwieksza liczba w kodzie U2 to

(011111...111),, =2"* -1.

Jaka jest najbardziej ujemna liczba, ktérg mozna zapisa¢ uzywajgc kodu U2 dla n=8 lub n=16?

Liczby ujemne w kodzie U2 majg 1 na pierwszej (od lewej) pozycji. Aby uzyskac liczbe ujemna o
najwiekszej wartosci bezwzglednej, widzimy ze wzoru (0.1), ze pozostate bity muszg by¢ rowne 0. Tak
wiec

(10000000),,, = —2"4+0-2°40-2°+0-2*+0-2°+0-2°+0-2' +0-2° =-128.
Analogicznie dla kodu 16-bitowego U2 mamy

(1000000000000000),,, =—2"° +0-2"° +...+0-2° = -32768.

Ogdlnie dla kodow o dtugosci N w reprezentacji U2 ,najbardziej” ujemna liczba to



(10000...000),,, = —2"*

lle réznych liczb catkowitych mozna zapisa¢ uzywajac kodu U1 i U2 dla n=8 lub n=16?

Z powyzszych przyktadéw widaé, ze podzbiory liczb catkowitych, kodowane metodg U2 s3
nastepujace. Dla N =8 to

{-128,...,-1,0,1,...,127},
adlan=16to
{-32768,...,-1,0,1,...32767}.

Ogodlnie dla reprezentacji N bitowej mamy zakres

{-2",... 2" -1}

Liczba zakodowanych wartosci wynosi oczywiscie 2".

Zalety kodu U2:
e jednoznaczna reprezentacja liczby O

e tatwa realizacja dodawania i odejmowania

Dodawanie dwdch liczb zapisanych w kodzie U2 mozna wykona¢ wykonujac zwykte dodawanie
binarne z przeniesieniem. Tak dtugo jak nie ma przepetnienia wyniki wychodzg poprawne.

Przyktad

Ponizej sg pokazane liczby w pamieci 8-bitowe], ktdre interpretujemy jak liczby catkowite
zapisane w kodzie U2. Wykonajmy dodawanie (dwa pierwsze rzedy) metodg bitowg z przenoszeniem,
aby przekonad sie, ze wyniki sg poprawne.

-109 - =
1[ofo[o[1]o[1—

1{1{0|1|1|0|0]|0
Przykiad

Wykonaé dodawanie nastepujacych par liczb po zakodowaniu ich w kodzie U2:
a) x=-25,y=80
b) x=-68,y=92
c) x=-37,y=37

Odejmowanie liczb jest oczywiscie szczegdlnym przypadkiem dodawania. Warto jednak omdwic
osobno to dziatanie, aby zobaczy¢ jak prosto w kodzie U2 mozna uzyskac liczbe przeciwng do dane;j.

Jezeli mamy zakodowana liczbe X e {-2"",..., 2" —1} <[
(X)U2 = (Xn—lxn—Z""'XO)UZ’ (0'2)

to liczbe przeciwng, —X, uzyskujemy przez negacje bitowg reprezentacji wyjsciowej i dodanie bitowe

jedynki. Tak wiec reprezentacje w kodzie U2 liczby ujemnej mozemy uzyskaé nastepujgcym wzorem



(=X)y2 = (| X|)

gdzie kreska oznacza negacje bitowa, czyli 1=0oraz 0=1.
Przyktad

Zaktadamy, ze liczby s3 reprezentowane o$miobitowo (N =8). Chcemy podaé reprezentacje U2
liczby —42.

Obliczamy reprezentacje liczby X =|-42|=

[o]of1]o]1]o]1]o]

Dokonujemy zaprzeczenia bitowego powyzszego kodu, zatem (| X|) :

[1]1]o[1]o0]1]0[1]
Dodajemy bitowo jedynke, czyli obliczamy (| X |)2 +1

[1]2]of1]o[1]1]0]

Sprawdzamy:

(11010110),, = 2" +2°+2* +2* +2' =-128+64+16+4+2 =128 +86 = —42.

Jeszcze jeden przyktad, liczba —108.

|-108|=108:

[o[1[1]o[1]1]o]0]
(]-108)) :

[1[ofo[1[ofo]1]1]
(]-108|) +1:

[1[o[o[1]0]1]0]0]
Sprawdzamy:

(10010100),,, = 2" +2* +2* =-128+16+4 = —108.

Zauwazmy, ze w kodzie U2 powielenie najstarszego (pierwszego od lewej) bitu nie zmienia
wartosci liczby. Na przyktad powielanego bitu 1 mamy

(10110),, =-2*+2*+2' =-16+ 6 =-10,
(110110),, =-2° +2* +2* +2' =-32+16+4+2=-10
(1110110),, =—2° +2°+2* +2° +2' =—64+32+16+4+2=-10

W przypadku, gdy powielamy bit O jest to oczywiste (w rozwinieciu w ogdle nic sie nie zmienia).

Podsumujmy podstawowe witasnosci kodu uzupetnien do dwéch.

o Najstarszy (pierwszy od lewej) bit informuje o znaku liczby. Bit 0 majg liczby nieujemne, bit 1
maja liczby ujemne. Np. (1011),, = -2°+2'+2° =5,




e Zmiana znaku liczby zakodowanej w U2 dokonuje sie przez negacje poszczegdlnych bitdw kodu i
dodanie bitu 1 do najmtodszej (pierwszej od prawej) pozycji. Np. (1011),, =-5. Zatem
(1011),, +1=(0100),, +1=(0101),, = 2> +2° =5.

e Powielanie najstarszego (pierwszego od lewej) bitu nie zmienia wartosci zakodowanej liczby.

e Zakres liczb w kodzie U2 o dtugosci n wynosi [-2"", 2"" —~1]. Np. dla N =8 daje to zakres
[-128,127], adla N =16 zakres [-32768, 32767].

Reprezentacje liczb rzeczywistych

Matematyczny zbidr liczb rzeczywistych [I jest nieskoriczony,? wiec nie mozna reprezentowaé
wszystkich liczb rzeczywistych przy pomocy skonczonej liczby kombinacji, dostepnej dla kodowania w
komputerach. Podobnie zreszta byto dla liczb catkowitych [1, ale w tamtym przypadku mozna
przynajmniej kodowaé w skoriczony sposéb ,odcinki” zawarte w [1.Natomiast w przypadku liczb
rzeczywistych, nawet nie mozemy zakodowac wszystkich liczb rzeczywistych z przedziatu np. [0, 1].
Tak naprawde w komputerach kodujemy tylko liczby wymierne i to nie wszystkie, bo znéw np. na
odcinku  [0,1] jest nadal nieskoriczenie wiele liczb  wymiernych  (przyktadowo
{1/2,1/3,1/4,.. } [0, ][] ). Tak wiec znane z jezykdw programowania typy rzeczywiste (np. w
Pascalu Real, w jezyku C/C++ typ Float czy double) sg to w gruncie rzeczy skoriczone podzbiory
zbioru liczb wymiernych [1. Przypomnijmy, ze liczby wymierne posiadajg skonczone rozwiniecie
dziesietne lub nieskonczone, ale okresowe. Jezeli wiec chcemy prowadzi¢ obliczenie na komputerze,
ktore w teorii sg obliczeniami na liczbach rzeczywistych, to aby te obliczenia komputerowe w
sensowny sposéb aproksymowaty naszg abstrakcje, powinnismy typy rzeczywiste tak konstruowac,
aby pokrywaty one wystarczajgco ,gesto” odpowiedni odcinek osi liczbowej. Temu wtasnie stuzig
reprezentacje zmiennoprzecinkowe (inaczej: zmiennopozycyjne, ang. floating point numbers).

Zanim oméwimy nieco doktadniej pewien standard kodowania liczb rzeczywistych, zaczniemy
od kilu przyktadow wyjasniajgcych podstawowe idee. Zasadniczy pomyst przy reprezentacji liczb ,,z
czescig utamkowa” opiera sie na nastepujgcym podejsciu. Jezeli X el , to mozemy te liczbe zapisad
nastepujaco:

X =4m-10°, (0.3)
przy czym zaktadamy, ze:

L em<t (0.4)
10

2 Okazuje sie, ze pojecie nieskoniczonosci w matematyce ma wiele obliczy. Na przyktad zbidr liczb naturalnych
[ oraz zbior liczb rzeczywistych [J oba sa nieskonczone, ale sa to rdzne rodzaje nieskoficzonosci. W
szczegolnosci ,liczba” elementéw zbioru [J jest ,,wicksza” od liczby elementéw zbioru [J. Méwigc opisowo,
elementdw zbioru [ jest wigcej niz w elementéw zbioru []. Oczywiécie kazdy niepusty odcinek J <[] jest
rowniez nieskonczony i mozna pokazaé, Ze typ jego nieskonczonosci jest taki sam jak caltego zbioru [1. Czyli -
aby znoéw odwota¢ sie do jezyka opisowego — liczba elementéw odcinka (@, b) jest taka sama, jak liczba

elementéw zbioru [J. Wydaje si¢ to dziwne, gdyz odcinek jest istotnym podzbiorem zbioru [J , jednak jest z
nim ,,rownoliczny”. Mozna tym poj¢ciom nadaé precyzyjny sens i rozwinaé tzw. teorie mocy.




Liczbe m nazywamy mantysq, a liczbe C cechg liczby X (przy podstawie dziesietnej). Okazuje
sie, ze kazda liczbe mozna tak zapisac, i to w sposéb jednoznaczny! Jezeli jest spetniony warunek (0.4)
, to méwimy, ze postac (0.3) jest znormalizowana.

Przyktad
Zapiszmy w postaci znormalizowanej liczby: 12,23; 243,10; 0,00221, 44. Mamy oczywiscie

12,23 =+0,1223-10?
—243,10 = -0, 2431-10°
0,00221=0,221-102
44 =0,44-10%

Podobnie jak dla liczb catkowitych, takze w przypadku liczb rzeczywistych przechowywanych w
komputerze, lepiej jest uzywac podstawy dwa zamiast dziesie¢. W tym przypadku odpowiednimi
wagami przypisanymi do poszczegdlnych pozycji cyfr (0 i 1) sg teraz potegi dwdjki. Na przyktad

101,1101=1-22+0-2" +1-2° +1- 21 +1.22+0-2° +1. 2" = 5+1+£+i = 5E =5,8125.
2 4 16 16
Znormalizowana posta¢ przy podstawie 2 (odpowiednik wzoréw (0.3), (0.4)) zdefiniowana jest
nastepujaco

X=+m-2°, %£m<1.

Podstawg reprezentacji zmiennopozycyjnej jest wyrazenie (0.3) (wraz z warunkiem (0.4)) oraz
reguty dotyczgce kodowania znaku, cechy i mantysy. Na przyktad mozemy sie uméwié, ze przy 8-
bitowej pamieci przeznaczymy 1 bit na znak, 3 bity na ceche, 4 bity na mantyse przy czym pierwszy
bit od lewej strony okres$la znak liczby, a znak cechy uzyskujemy przez kodowanie jej w kodzie U2.3
Przyktadowo warto$¢ reprezentowana przez nastepujacy sekwencje bitéw, przy zatozeniu, ze

uzywamy wspomnianej konwencji
e
[o[1]1]o]1]o]1]0]

Mamy wiec (pierwszy bit to znak) tak: m =(1010), ¢ =(110), tak wiec:

m=1-i1+0-i2+1-i3+0-i4=+E
2 2 2 2 8
c=-2"41.2"41.2=—4+2=-2,

Daje to liczbe

3 W realnych systemach kodowania (np. w opisanym dalej standardzie IEEE 754) nie koduje sie¢ znaku cechy
dodatkowym bitem znaku. Znak cechy kodowany jest przez specjalng konwencje, polegajaca na odejmowaniu
tzw. obcigzenia (ang. bias). Szczegodty sg dalej.



5., 13

X=+--27="-=0,203125.
8 32

Przyktad

Jaka jest najwieksza i najmniejsza liczba dodatnia, ktére mozna reprezentowaé¢ w podanym
powyzej, przyktadowym kodowaniu zmiennopozycyjnym 8-bitowym.

45

Najwieksza: (00111111), =+(2°+2")(2"+272+2°+2") = g (8+4+2+1) = i 5,625.

zmp

Najmniejsza dodatnia: (01000001), =+(2°%'+0+0)(0+0+0+2*)=2"°=0,015625.

zmp

tatwo jest podaé przyktad liczby, ktdrej nie mozna reprezentowac. Wyliczy¢ te liczbe.

Standard zmiennoprzecinkowy IEEE 754

Norma IEEE 754 jest standardem opisujgcym precyzyjnie sposdb kodowania i wykonywania
operacji na pewnym podzbiorze liczb wymiernych. Dzieki niemu mozemy wykonywac obliczenia na
liczbach, ktére posiadajg cze$¢ utamkowsa.

Reprezentacja liczb w standardzie IEEE 754

W standardzie IEEE 754 okreslono trzy formaty statoprzecinkowe dwdjkowe (binarne), jeden
statoprzecinkowy format dziesietny BCD, oraz cztery formaty zmiennoprzecinkowe. We wszystkich
formatach zmiennoprzecinkowych wyktadnik jest reprezentowany w kodzie z obcigzeniem (ang. bias
B). Jezeli liczba bitéw wyktadnika (cechy) wynosi e, to obcigzenie (zwane tez przemieszczeniem)
WYNOSi

B=2°"-1.
Na przyktad dla € =8 mamy B=2'-1=2"-1=127.

Dalej opiszemy doktadniej format zmiennopozycyjny zwykty o pojedynczej precyzji. Cigg bitow
dzielimy na trzy czesci: znak, cecha i mantysa jak ponizej

| znak ‘ cecha | mantysa

W formacie tym:
Q catkowita liczba wszystkich bitéw wynosi 32,
Q liczba bitéw cechy wynosi e =8,
Q liczba bitéw mantysy wynosi f = 23.
Wartos¢ liczby znormalizowanej jest obliczana w regularnych przypadkach wg wzoru
v =(-1)" - 2% .1 mantysa. (0.5)
Uzyte wyzej okreslenie ,regularne przypadku” sugeruje, ze nie zawsze wartos¢ przypisywane do

kodu w standardzie IEEE 754 jest obliczana wzorem (0.5). W niektérych przypadkach przypisywana
wartosé jest okreslona bezposredni. Na przyktad ciggom (1000...00) lub (0000...00) przypisujemy



wartos¢ zero, ,, dodatnie”, +0 oraz ,ujemne”, -0 (oczywiscie matematycznie sg to te same wartosci,
tylko inaczej reprezentowane).

Poniewaz w formacie pojedynczej precyzji obcigzenie B =127, wiec mozemy ten wzdr zapisac jako

v =(=1) - 227 .1 mantysa. (0.6)

Zauwazmy, ze kodowanie znaku liczby jest proste: 0=,+", 1=,-". Jezeli chodzi o ceche, to znak
jest w tym przypadku kodowany niejawnie, poprzez umowe, ze od wartosci cechy odejmujemy
obcigzenie, ktére dla formatu pojedynczej precyzji wynosi B =127. Tak wiec zakres wartosci cechy
wynosi

{-127,-126,...,128,129}.

Przyktad

Dany jest kod liczby w formacie pojedynczej precyzji

lo]oJ1[1]1]1]1]o]ofo[1]1]of0[oo[o]o[ofo]o[ofo]o]ofo]o[o]o[o]o]0]

Oblicz wartos¢ liczbowa tego kodu.

Rozwigzanie
cecha=01111100=27+2°+2* +2° +2° =124
mantysa = 01100..0=27+2"°

1, mantysa=1+272+27°= %

9124127 E _93 E - E =0,171875.
8 8 4

Odp. Wartoscig liczbowa podanego kodu jest liczba, ktdra w zapisie dziesietnym wynosi 0,171875.

Zatem v = (-1)°

Pewna komplikacja z poprawnym odczytywaniem wartosci przypisanych do kodéw jest to, ze norma
definiuje dwie kategorie liczb — liczby znormalizowane i liczby zdenormalizowane — i dwa sposoby
obliczania ich wartosci.

Liczby znormalizowane maja ceche niezerowg, a doktadniej od 1 do 2%2, czyli dla standardu
pojedynczej precyzji od 1 do 28-2=126. Warto$¢ liczby znormalizowanej obliczana jest wg wzoru (0.6).
Natomiast liczby zdenormalizowane majg ceche réwng zero (ale mantyse niezerowa) i wartosc
obliczana jest wg ponizszego wzoru

v=(-1)7-27"°.0,m. (0.7)
Na przyktad ponizsza liczba jest zdenormalizowana

[0]oJofo]oofo]ojofo[1]o[1]0]o[o[o]o[ofo]o[ofo]o]o[o]o[ofo[o]o]1]

ktorej wartos¢ wynosi

v=(-1)°-2".0,01100...0=2""° (%+%) ~1,75510.0,375~ 4,40810*.  (0.8)



Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba, ktérg mozemy reprezentowacé w opisywanym standardzie
pojedynczej precyzji? Inaczej mdwiac, jak blisko mozemy podejs¢ do zera (od prawej strony)? Jezeli
spojrzymy na wyrazenie (0.6) i (0.7), to tatwo sie przekonaé, ze powinna to by¢ liczba
zdenormalizowana. (Mogtoby sie wydawad, ze powinnismy wybra¢ takie bity, aby mantysa =0 oraz
cecha=0. Ale taki kod skfadajacy sie z samych zer (ewentualnie z jedynka na poczatku), nie
interpretujemy ani wg wyrazenia (0.6) ani wg (0.7), tylko przypisujemy mu wartos$¢ 0.) Dlatego

musimy wzig¢ ¢ = (00000000) oraz m = (000...01), czyli

[0]oJofo]oofo]ojofo]o[ofo[o[o[o[o]o[ofo]o[ofo]o]ofo]o[o]o[o[o]1]

ktédremu odpowiada wartos¢ (wg (0.7), bo jest to liczba zdenormalizowana)

Viinden =2 0+ (0427%) =27 = (10'092 )’149 ~ 10030103240
~107485% 1 401.10°.

Z drugiej strony mozemy zapytac jaka jest najwieksza liczba zdefiniowana w kodzie pojedynczej
precyzji? Ponownie patrzac na wzér (0.6) spodziewamy sie, ze nalezy braé¢ same jedynki dla cechy i
mantysy. Ale poniewaz w normie IEEE 754 zarezerwowano specjalne znaczenie dla kodu, ktérym
cecha sktada sie z samych jedynek, to tak naprawde najwieksza liczba ma ¢ =(11111110). Daje to

kod

lofa]afa]afa[a]afofafalafa a]a alafa a]a alafa[a]a a]a]a[a]a a]1]

ktédremu odpowiada wartosc

V= (_1)0 A 2254—127 A (1+ 2—1 + 2—2 +.. .+ 2—23) — 2127 1_ (1/ 2)724 ~ 2128 _

-2  ©
_ (10I092)128 ~ 10030103128 1038532 3 103.10%.

Jaka jest odlegtos¢ pomiedzy najwiekszg liczbg a drugg w kolejnosci? Wiemy juz z powyzszego
rachunku, ze

max 2127 % = 2128 — 2104.

Najblizsza od lewej strony ma oczywiscie kod

lofa]afa]a[a]a]afofafafafa a]a alafa[a]a a]a]a[a]a a]a[a[2]a]2]o0]

ktoremu odpowiada wartos¢
V= (_1)0 . 2254—127 . (1+ 2—1 + 2—2 + + 2—22) — 2127 1_ (1/ 2)723 — 2128 _ 2105.
1-(1/2)
Zatem

Vmax V= 2128 _ 2104 _ (2128 _ 2105) — 2105 _ 2104 — 2104 ~ 2’ 031031

Jaka jest odlegtosé pomiedzy dwoma liczbami pojedynczej precyzji najblizszymi zeru od prawej
strony? Jezeli weZmiemy pod uwage liczby zdenormalizowane, to nieco wyzej wyliczylismy, ze

O<v =27%.22 x14-10™. Kolejne liczba (zdenormalizowana) bedzie miata kod

min,den

[0]oJofo]oofo]ojofo[o[ofo[o]o[o[o]oofo]o[ofo]o]ofo]o[ofo[o]1]o]




ktéremu odpowiada wartosé (wg wzoru (0.7))

v=(-1)°-2".(0+2%)=2"%~2,938-10".
Zatem rdznica pomiedzy dwoma dodatnimi najblizszymi zeru liczbami (zdenormalizowanymi) wynosi
— 2—128 _ 2—129 — 2—129 — 1 469 .10—39

, . .. . . . o . . —-38
Dla dwdch najmniejszych dodatnich liczb znormalizowanych réznica ta jest rzedu 107", Jak
wida¢ z powyzszych rozwazan liczby reprezentowalne zmiennopozycyjne nie sg rozmieszczone
rownomiernie na osi liczcbowej. Dla pojedynczej precyzji: w poblizu zera sg one rozmieszczone z

V-V

min,den

gestoscig rzedu 107%, alew poblizu konca zakresu z gestoscig rzedu 10%.

Z przyktaddw tych widaé jasno, ze uzywajac standardowych typéw danych (float, double itd.) nie
mozemy na ogot wykonywac obliczen z dowolna doktadnoscia. Nalezy zatem pamietad, ze algorytmy
dziatajgce na abstrakcyjnych liczbach z 0 (czy [J ) bedg na ogét dawaé inne wyniki niz, gdy dziatajg
na dziedzinie licz reprezentowalnych. Przyktadowo ten sam algorytm

Dziedzina: X elJ Dziedzina: X € Float
x=1.0; x=1.0;
while (x>0) { while (x>0) {
cout << X << "\n”’; cout << X << "\n”’;
X = x/2.0; X = x/2.0;
s s

da odmienne rezultaty, gdy bedzie ,pracowat” w dziedzinie [I oraz w dziedzinie liczb
reprezentowalnych Float. W tym pierwszym przypadku petla jest nieskoriczona, ale w tym drugim
oczywiscie nie: w pewnym momencie ,zejdziemy” ponizej najmniejszej wartosci dodatniej
(pamietamy, dla formatu pojedynczej precyzji najmniejsza liczba dodatnia (zdenormalizowana) to ok.
1,401-10™, a zatem X przyjmie wartoé¢ zero w skorczonej liczbie obiegéw powyzszej petli
while.)

Ponizej jest tabelka opisujgca podstawowe obiekty standardu IEEE 754 (liczby zwykte
(znormalizowane), liczby nie znormalizowane (zdenormalizowane), zera maszynowe, nieskoriczonosci
maszynowe oraz kody, ktére nie odpowiadajg zadnym liczbom, tzw. NaNs (od ang. Not a Number —
nie liczba).

Typ Cecha |Mantysa
Zera (£0) 0 0
Liczba
Znormalizowana 1,...254 Dowolna
Liczba
Zdenormalizowana 0 #0
+o0 255 0

NaNs (Not Numbers) 255 #0




Wtasnosci arytmetyki zmiennopozycyjnej

Dotychczas opisywalismy tylko sposéb reprezentowania liczb (catkowitych lub wymiernych) w
komputerze. Oczywiscie liczby te sg przydatne tylko pod warunkiem, ze mamy zdefiniowane na nich
operacje arytmetyczne (+, -, —, /). Jak juz wiemy zbidr liczb reprezentowalnych F c[] jest
skoiczony i nierdwnomiernie rozmieszczony na osi liczcbowej. Wszelkie obliczenie, ktére wykonujemy
w programach komputerowych, gdy uzywamy standardowych typow liczbowych s3 tak naprawde
wykonywane w zbiorze F a nie w zbirze [ czy [J. Tak wiec juz na etapie wprowadzania danych
mamy prawie zawsze do czynienia z przyblizeniami. Jest to zrédto tzw. bfeddw obciecia (czasami
zwanych btedami reprezentacji czy btedami zaokrqglenia). Jezeli na przyktad w programie mamy
fragment

float Xx;

cout << ”’Podajwartos¢ x: ’;
cin >> X;

i uzytkownik wpisze warto$¢ 0.3, to oczywiscie nastgpi przypisanie x = 0.3, ale w pamieci
zarezerwowane]j dla zmiennej X pojawi sie reprezentacja zmiennopozycyjna, ktérej wartosé nie
bedzie doktadnie réwna matematycznej liczbie 0.3, gdyz ta liczba nie jest reprezentowalna w
formacie IEEE 754 — nastgpi witasnie btgd obciecia. Co wiecej, jezeli teraz bedziemy wykonywali
operacje arytmetyczne na takich liczbach, np. X+VY, to na ogét wartos¢ nie bedzie réwna

matematycznej sumie, nawet gdy obie liczby byty reprezentowane doktadnie. Inaczej, jezeli
X,y € F, to na ogét mamy X+Y ¢ F, co oznacza, ze komputer nie obliczy matematycznej sumy
X+Y tylko pewne przyblizenie. Dlatego w rozwazaniach nad arytmetyka zmiennopozycyjng czesto
uzywa sie innych symboli, np. dla sumy X@ Yy czy X[l y. Wygodnie tez jest wprowadzi¢ funkcje,
ktéra opisuje zaokraglenie, fl:[J — F, okreslong tak: dla X ell, to fl(X) oznacza najblizsza jej
liczbe ze zbioru F. Oczywiscie dla X € F mamy fl(X) = X. Scisle rzecz biorac okreslenie fl(x) e F

podane przed chwila dotyczy przypadku, gdy liczba nie jest zbyt duza i nie jest zbyt bliska zeru:
doktadniej obowigzuje ona, gdy

Xe [_Xmax’ - Xmin] U[Xmin' Xmax]'

W pozostatych przypadkach, tzn. dla X <—X_. lub x> X, lub X &€ (=X,s Xyin) \{O} méwimy o

nadmiarze (ang. overflow) lub niedomiarze (ang. underflow). Sytuacje te na ogoét powodujg
wygenerowanie btedu (szczegdty zalezy od implementacji).
Podstawowa wtasnos¢ arytmetyki zmiennopozycyjnej jest nastepujaca:

jezeli X €] jest taka, ze X, <| X|< X, 5, tO

max !
fl(x) = x(1+ ), przy czym |52, (0.9)
gdzie t oznacza liczbe bitdow mantysy.

Wielkos¢ U=2" jest nazywana precyzja arytmetyki (ang. roundoff unit) lub precyzja
maszynowg (ang. machine precision). Na przyktad dla standardu pojedynczej precyzji (normy IEEE



754) mamy t=23, zatem U=22=119-10"7, a dla podwdjnej precyzji t=52, zatem
u=2>">=~22210"
Jak juz wczesniej stwierdzono, konieczne jest zdefiniowanie na zbiorze liczb maszynowych F

arytmetyki, ktéra bedzie analogiczna — na ile jest to mozliwe — do arytmetyki w zbiorze [J. Na
przyktad dla dodawania +:0 xJ —[J odpowiednik zmiennopozycyjny oznaczymy przez @, tzn.

@[] x[J — F. Jego definicja jest nastepujaca
x®y = fI(fI(x)+ fl(y)). (0.10)

Ze wzgledu na wtasciwosci liczb maszynowych — (0.9) — oczekujemy, ze operator maszynowy
@ bedzie miat podobng wtasnosé: VX,y e F, 30 €[l taka, ze

X®y=(x+Yy)d+5) przyczym|s<2™. (0.11)

Wtasnos¢ ta (rowniez dla pozostatych operatoréow -, -, /) jest spetniona pod warunkiem, ze
procedury realizujgce definicje (0.10) s3 odpowiednio zdefiniowane (szczegdly pomijamy, gdyz
wykracza to poza zakres tego skryptu).

Na koniec zauwaimy, ze wiele wifasnosci arytmetyki liczb rzeczywistych nie zachodzi w
arytmetyce zmiennopozycyjnej. Na przyktad prawo tgcznosci nie jest spetnione, gdyz na ogét mamy

XO(ydz)=(x@y) Dz

Z drugiej strony pewne prawa sg zachowane, np. przemienno$¢ dodawania i mnozenia — co jest
prostg konsekwencjg definicji (0.10) oraz przemiennosci dziatari w [1. Mamy bowiem

x®y=fl(fl(x)+ fl(y)) = flI(fl(y)+ fl(x)) =y D x.
Zatem

X®yYy=ydKX,
Xt y=yl x.
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